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RESUMENEn este artículo se investiga teóricamente la dispersión Raman de electrones en puntos cuánticos piramidales. Se reporta la sección transversal diferencial Raman electrónica usando los estados cuánticos determinados analíticamente dentro de la aproximación de masa efectiva. Las características de la sección transversal diferencial Raman se discuten en términos de su dependencia de los cambios de la geometría de punto cuántico.
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ELECTRON RAMAN SCATTERING IN PYRAMIDAL QUANTUM DOTS
ABSTRACTThe Raman scattering related with electrons in pyramidal quantum dots is theoretically investigated. The electron Raman differential cross section is calculated making use of analytically determined quantum states within the effective mass approximation. The features of the Raman differential cross section are discussed in terms of their dependence on the changes of the quantum dot geometry.
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ESPALHAMENTO RAMAN DO ELÉTRONES EM PONTOS QUÂNTICOS PIRAMIDAIS 
RESUMO Este artigo busca pesquisar teoricamente o espalhamento Raman de elétrones em pontos quânticos piramidais.Reporta a seção transversal diferencial eletrônica de Raman usando estados quânticos determinados analiticamente dentro da aproximação de massa efetiva. As características da secção transversal diferencial de Raman são discutidos em termos de sua dependência das alterações da geometria do ponto quântico.
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1. INTRODUCCIÓNLos puntos cuánticos semiconductores con forma piramidal han sido objeto de estudio durante más de dos décadas. Ellos han demostrado que tienen potenciales aplicaciones en los campos de la optoelectrónica y la información cuántica (ver, por ejemplo, Pelucchi, et al. [2012] y referencias allí incluidas).A lo largo de los años ha aparecido en la literatu-
ra científica una cantidad cada vez mayor de artículos teóricos y experimentales sobre las propiedades elec-trónicas y ópticas de los puntos cuánticos piramidales (PCPs) (Chaganti y Apalkov, 2013). El cálculo de los estados cuánticos de portadores de carga en este tipo de sistemas se ha ocupado principalmente de la so-lución numérica de las ecuaciones diferenciales en la aproximación de masa efectiva, lo cual ha permitido 
investigar diferentes propiedades físicas (Park, Hong y Kim, 2015). En el caso de los PCP hay reportes de un tratamiento analítico de los estados electrónicos (Lo-
zovski y Piatnytsia, 2011).De otro lado, el estudio de la dispersión Raman de electrones (DRE) en heteroestructuras semicon-ductoras de baja dimensionalidad se remonta a los años 80. En sistemas de volumen el tratamiento de la dispersión Raman de electrones fue primeramente 
reportado por Comas, Trallero-Giner y Pérez-Álvarez (1986). Poco tiempo después el mismo fenómeno fue 
reportado para el caso de pozos cuánticos Riera, et al. (1988). Después de ello, los trabajos se extendieron rá-pidamente a otras heteroestructuras tales como hilos y puntos cuánticos Betancourt-Riera, et al (2012). Sin embargo, hasta donde se sabe, hasta la fecha no han sido tema de investigación las características de la dispersión Raman de electrones en PCP.En este trabajo se presenta un estudio de la 
dispersión inelástica de la luz que implica transiciones electrónicas entre diferentes estados en PCP. Los esta-
dos electrónicos confinados se describirán mediante el 
enfoque analítico propuesto por Lozovski y Piatnytsia 
(2011). Particularmente se estudia la influencia de la geometría del PCP en el espectro Raman de electrones. 
El artículo está organizado de la siguiente manera: en la Sección 2 se dan algunos elementos clave del modelo teórico; la sección 3 está dedicada a presentar y discu-
tir los resultados obtenidos y la sección 4 contiene las conclusiones.
Figura 1. Esquema del punto cuántico piramidal con-
siderado en el presente trabajo. La pirámide tiene base 
cuadrada con altura (h) y ángulo apical (θ). El potencial 
de confinamiento es cero dentro del punto cuántico e 
infinito en todas las demás regiones del espacio.
2. MARCO TEÓRICOLa Figura 1 muestra un esquema del PCP usado dentro del modelo analítico para hallar los estados de 
un electrón confinado en la heteroestructura. El siste-
ma de estudio corresponde a un electrón confinado en una región piramidal de base cuadrada con altura (h) y ángulo apical (θ). En la aproximación de masa efectiva la ecuación de Schrödinger está dada
� –
ħ2
�∇2 +V(r�) Ψ (r�) = EΨ (r�) (1)
2m*donde m* es la masa efectiva de los electrones 
V(r�) es el potencial de confinamiento definido como 
cero dentro del PCP e infinito en todas las demás re-
giones del espacio. Aquí Ψ (r�) son las autofunciones del 
Hamiltoniano, con sus correspondientes autovalores E.
Siguiendo el trabajo de Lozovski y Piatnytsia (2011) y considerando que la altura de la pirámide es 
suficientemente grande con respecto al lado de la base (situación que se logra con ángulo apical menor de 60 
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grados), las autofunciones para un electrón confinado en un PCP están dadas por
1
Ψn,m,l (r�) = N Jθ(klz) [sin(kn /a) cos(knx /z)+ cos (kn /a)√zsin (knx /z)] × [sin(km /a) cos(kmy /z)+ cos(km /a) sin(kmy /z)]                                                                                (2)donde θ= kn2 + km2 + 1/4 , klh es el l-cero de la función de Bessel y N una constante que garantiza la 
normalización de la función de onda. Adicionalmente 
kn  = n π a / 2 y km= m π a /2 con a = 1 / tan (θ / 2),  y 
n,m = 1,2,3,...  La expresión general para la sección de trans-versal diferencial (STD) de la dispersión Raman de electrones está dada por Enderlein (1995)
d2σ V 2 vs n (vs)= W (vs,ûs) (3)dΩ dvs 8 π3 c4 n(vL)donde c  es la velocidad de la luz en el vacío, n (v) es el índice de refracción como función de la frecuencia de la radiación, ûs es el vector de polarización de la radiación secundaria emitida cuya frecuencia es vs, V es el volumen de la pirámide, vL es la frecuencia de la 
radiación incidente cuyo vector de polarización es ûL. 
W (vs,ûs)  es la tasa de probabilidad de transición la cual está dada por 2 4
�
f =2
�
〈 f�Hs�f + 1〉〈 f +1�HL�1〉
�
2
W (vs,ûs) =  –ħ Es+ Ef  – Ef + 1 + i Γf + 1
Γf (4)(EL– Es  + E1 – Ef )2 + Γf2En este trabajo solamente se consideran pro-cesos de dispersión que involucran contribuciones de 
transiciones desde el estado inicial �1〉 = Ψ1,1,1 (r�)   con energía  E1,1,1  hacia tres estados finales �l〉 = Ψ1,1,l (r�) con energía E1,1, ,l  y l = 2,3,4. Para estados intermedios 
solo se incluye el estado�l + 1〉 = Ψ1,1,l +1 (r�). En el caso del ensanchamiento de línea para los estados intermedio y 
final se ha escogido un valor fijo Γf+1= Γf  = 1.5meV. Considerando que la dirección de crecimiento de la heteroestructura es a lo largo del eje z  y considerando 
la polarización de las radiaciones incidente y dispersada también a lo largo del mismo eje, los operados de inte-racción electrón-fotón que aparecen en los elementos de 
matriz de la tasa de probabilidad de transición (Hk con 
k = L,S ) están dados por
i�e� 2 π ħ3 д
Hk = (5)m0 V v k д zdonde m0  es la masa del electrón libre.
Figura 2. Variación de las energías E1,1,l con l = 1,2,3,4,5 
en función de la altura del punto cuántico piramidal para 
un ángulo fijo θ  = 60°  2(a) y en función del ángulo apical 
con una altura fija h = 30 nm  2(b).
3. RESULTADOS Y DISCUSIÓNLa Figura 2a contiene la variación de las ener-gías E1,1, ,l  con l = 1,2,3,4,5  en función de la altura de la PCP, para θ  = 60°, mientras que la Figura 2b muestra las mismas cinco energías en función del ángulo apical con h = 30 nm.El comportamiento decreciente de las energías que aparecen en la Figura 2a es una consecuencia de 
la pérdida progresiva de la localización de la función de onda debido al incremento en el tamaño del punto. El mismo argumento explica la variación de los valores de energía mostrados en la Figura 2b aunque es menos pronunciada dadas las condiciones para el crecimiento de V (r�) relacionadas con el cambio del ángulo apical.
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Figura 3. Variación del producto de los elementos de 
matriz de la velocidad Tijk =   para los 
estados considerados en la Figura 2 en función de la al-
tura del punto cuántico piramidal para un ángulo fijo θ 
= 60°  (a) y en función del ángulo apical con una altura 
fija h = 30 nm  (b).
Figura 4. Variación de la sección transversal diferencial 
para dispersión Raman en función de la energía del fotón 
dispersado para θ  = 60°  con dos valores de la altura del 
punto cuántico piramidal. La energía del fotón incidente 
se ha fijado en 400 meV .
En la Figura 3 se presenta el producto de los elementos 
de matriz de la velocidad Tijk =   para los estados considerados en la Figura 2 en función de la altura del punto cuántico piramidal para un ángulo 
fijo θ  = 60°  3(a) y en función del ángulo apical con 
una altura fija h = 30 nm  3(b). Claramente el compor-tamiento decreciente de dichas cantidades tiene que ver principalmente con la evolución del solapamiento espacial de las funciones de onda correspondientes y sus derivadas a lo largo de la dirección de crecimiento de la heteroestructura.Con la información presentada en las Figuras 2 y 3 es posible evaluar la sección transversal diferencial de la dispersión Raman relacionada con electrones que involucren los cinco estados mencionados en la Figura 
2. Esta cantidad se presenta en la Figura 4 para tres 
configuraciones particularmente escogidas de estados 
inicial-intermedio-final con θ  = 60°  y dos valores de la altura del PCP. La sección transversal diferencial para los mismos procesos se muestra en la Figura 5 toman-
do un valor fijo de h = 30 nm  y dos valores diferentes del ángulo apical. En ambos casos, la energía del fotón 
incidente se ha fijado en 400 meV .
Los espectros en ambas figuras resultan de la suma de tres procesos donde siempre se usa el mis-
mo estado inicial �1� : �1�⟶�3�⟶�2� + �1�⟶�4�⟶�3� 
+ �1�⟶�5�⟶�4�. Nótese la aparición de estructuras 
tipo resonante (TR), localizadas a baja energía y con carácter simétrico, mientras que a alta energía apa-recen estructuras tipo función paso (FP), de carácter asimétrico. Las primeras estructuras (TR) correspon-den a la condición Es = ħωs = Ef+1 – Ef , mientras que las estructuras FP corresponden a la condición  Es = ħωs 
= ħωL + E1 – Ef .
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lugar entre estados confinados que se determinan con el uso de un enfoque analítico. Entre el conjunto de estados permitidos se elige un grupo con el que se calculó la sección transversal diferencial para dispersión Raman y se discute el efecto sobre ella de cambiar la geometría a través de la variación de la altura del punto cuántico y la amplitud del ángulo apical.
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Es posible notar que para valores más grandes de h, las estructuras FP se desplazan hacia energías más altas debido a la reducción en los valores de la diferen-cia de energía Ef –E1 , que es fácilmente evidente por la observación de la Figura 2a. Algo sucede igual cuando 
θ  aumenta, aunque el corrimiento al azul es menos pro-nunciado. En este caso, los resultados representados en la Figura 2b proporcionan la explicación. La razón para 
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θ. Para describir esta situación el carácter dominante se 
puede atribuir a los elementos de matriz de la velocidad, presentados en la Figura 3.
4. CONCLUSIONESEn este artículo se ha investigado la dispersión Raman de electrones en puntos cuánticos piramidales basados en GaAs. Las transiciones electrónicas tienen 
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